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Lecon 122 : Anneaux principaux. Applications.

Dans cefte lecon, A démgne wn anneaw ccn‘\mgm;tb(-, unitaite

L- la notion de puincipalite

1. Dehnrrion e paemidre pacpuEtEs

Definifion 1.2 Un id€al I oe A et ot puincipal 43l existe & & A tel Que
I =@

Definition 1.2 On ot que A et un anneow puincipal i A et infege et A
ok id€al de A ext pruincipal.

Exem?nes 1.3

o AN PR et U anNe kL puincical : s zouls idaux et (0) et (1)
> I &t un annecur Pn:indFGQ

© ZLX1 n’ext pas un anneaw paincipal cax

(2,X) n'eet pon un idéal pxin-
ciPo.Q

Pacposition 1.4 Seiett A un anneaw principol e p € AVA*. Alens ks assexhons 8Ui-
vanter et éQuivalemiey
s (p) et premiex o p ot intauchbie

> P et P_aj:nu_a @ LP) 28t mo.,('smai

2. Un cos ponficulien : I8 anneaux euctidiens

Detinition 1.5 Cn dit Qe A ezt eutlicien x1 A egt 1‘m-€gm e 2'il existe un stathme
(e tel Que par tows 4 b & A @ b0, il exiske un cauple (qr) € A? el Que l'on
ait a = bg+R atec R=0 aL 1#%0 e @< @bl

Exemple 1.6

2 ert un anneau eucki clien

Wimen Anneos
wee (olev 4 B2)

ﬁq;oc-rhcn 1.% Un enneauw euctidien ot fmncq:x:L

Contit - exemple 1.8 (admis)
L' anneay 7 [ji“l_'?_

5 ] Un anneow pnnu.pai nen euctidien,

3. Un exemple impadeutt . IKLX]

Lemme 1.9 Sair P &€ ALX] non nul ele coefficient deminant inrcagible. Sait F € ALXT,

Al existe ol QR € ALXT +els que F = PQ+R owc R= O ou deg R (ckgP.
Conséquence 1.10 S K ext un e aleu IMLCXD et euctiolien done paincipal.

'Pﬁopm‘han 1.1 Liya €Q'LLLvalencg entre fef arsechions .suyantes
i) ALXD eet p:cincipai
i ALCX] et euclidien

dii) A eet un oo

I Arithmetique_dang fx anneowx principaux
1. GEnerali s

Thézgme 2.1 Suppoten cue A A4S uin anneac puincifal. Sment ag, .- a- € A%,

avee a2, il exiske alew J € A¥ el Que (B, 8] = (5) e et Slement 1’
[ o
Bt d = 2 Uy G ewec My, U € A.
K=

L' ElEment ¢ &t un Poccl de @1--.,dr-

Difinition 2.2 Saeient r3 2 et a5,--, 8 € Apzu'nupoﬁ. On ait e 8y, - 8r Sent pac-
mige emtre aux darw fewa ensemple Ja lew pged et davu A*

Theenime 2.3 (Gauss) Deux EéMments a,b de A pyincipal dewmt paemicw entre eux - €F Loule-

ment &7 pow tout ¢ € A a4 aiinse be IMplique & dinse C.




Thémeme 2. I (BEawt) De Slémenmts ag, .., ar tow non nuis de A paincpal

Aenrt PACMIOR eptre eux dany fenn etsaucpde & oef cowfement 2il exiske ug ...,

Ur & A telg c%ue, Zvukak:l‘
K=
ThEemime 2.5 Gment a8, ..., 8, Elemerts Tag non nauls ae A .P.s;mu_?o&. Il exiske
! s
m & A el ql.le n (b )= (M) er m el -fq:(_rnde Bq ) B
K=1

(zollaite 2.6 Seient a,,—, 8- € A principal. &i Jer a, tomt deux d CRux pre-
Mo enfre eux  olsw ppem(a,—, a) = TT e 3 un invasite pads,
k=1

2. Le théméme chineis

Théoréme 2.% Sa@ient a,,..,8, € A paemias erfrt ax deux 3. doux ewel A

principal. Alew  L'oppuication % € A (T o)); € é)‘ Afia,y et un

mepluene cl' anneaux M\ﬁ&cﬁ&: - U dnagit i isomoerptusme g,T; A/w—a ®A/(a,()
z |

¥ s TR s~ N Ll -

ol 4= KU. ak , d’invase @' ij(J))J e b T b =JT4_1. B

=

~

ﬁ:_‘-. ujkb' =, A ‘
Application 2.3 $(5) = 3 3
Reésourtion du 4yskime J¢ ()= & sans Z LX]
f(2)=
Aﬂaiimon 29 = 1 (mod 3)
RS 68 Aygm\mi W= 3 (moab) dow Z
Uus= 0 (moal?)

IT . Applicahons ...
A 55 & i‘aﬁs&bu Lingadte

Sevent IK un copr (omawratif) | E un K- &pace ectoviel de dimenaon n et U € L (E).

Lemme 3.1 (o noyowx) Sevt P= R™.. R™ € KON o fer P tont irewictibier
- . -
oeux 6. deuy aistings . Alew Ker P = k@ Ker R (u)
=1

Definition 3.2 Gait T = { P& KLxT|Par= 0}, Alew I et un idéal de KX,
non aeouit a {of. On oppelle fﬂ-&jn’e‘me minimal , Je ndme T, U_C?F‘TQJW
I = (m).

Troposition 3.3 L' endomenplusme u et mo.smﬂieal:ie n et sodewerrt & T, et

3cinde & aacine ‘x»'mfﬂee dorg K.

4 (a Resoltion o' une &uation dlicpharttienne

2., ..
Definition 3.4 On oppelle anneau der ement de Gowss 2041 ={o+iblab€ Z},
‘ , , _ ™
R\ofncrhon 3.5 L'enneaw Z[i] et euctidien pour e ttathme N:Z[3i1 — Ny
a+ib — lotibl? = at+ b2
&
5= g i 8
Onnoke Z,={nenNl3agpen;n=a"+b’} g
Lemme 3.6 Asit n€ 2, olew n=0,1,2 (ML), Dans e cas poahicutian ou 0 {g
QRTM*FﬁxL,nEl(deL‘_). $o
Theoime 3.3 (Faumar) Sait p un nomiae pIemieN. . Alew P & Zl & et toubement X
P =1 (moali). /
_/




